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I 2x+5=13 II 2x+5=3 IIT 2x+5=8 IV x2:5-8
2x=8 2x =2 2x =3 x%=3
x =4, x=-1 le%. x=+3 v x=-/3.

Bij IIT en IV vind je geen oplossingen.

T E+1-40

(-2p3=-2.-2.-2=-8.

(3-V2)N3+2)=3+/6-6-2=3-2=1.

(zie het Venn-diagram hiernaast)

xX2ix=6 3c

X2 x-6=0
(x+3)x-2)=0
x=-3vx=2.

x2+x=4 3d
x%+x-4=0

D=1%2-4.1.-4=17

geen oplossingen in Q.

(X+3)2=7
x+3=VJ7 vx+3=-/7
x=-3+7 v x=-3-47.

3x+5/+3=2/-x 5d
4x=-3-3/

x=-3-3;

2x2+10=0

2x2=-10

x2=-5

x? =52

x=iJ5 v x =-i/5.

(x +2)°+10=0

(x +2)2 =-10

(x +2)% =10/2

x+2=/10 v x +2=-//10
x=-2+/J10 v x =-2 - /+/10.

(x-32%+x=0 6b
X2 _6x+9+x=0

+9-0
(x-37%-8]+9=0
(x-32+8=0

(=37 =-%
(x -3 =472

X—g:%i 1nv X—g:—%/\/ﬁ
x:g+%' 11 v X:g—%/\/ﬁ.

2.3
CTCI =20 T3
P20

1

x3-x=0 3e

X~(X2—1)=O

x=0vx2=1
x=0vx=1lvx=-1

x3-2x=0 3f
X~(X2—2):0

x=0vx2=2

x =0 v geen oploss. in Q

x =0.

x*-9x=0
x-(x3-9)=0
x=0vx3=9

x =0 v geen oploss. in Q
x=0.

x4 _9x?2 -0
xz-(x2—9):0
x2=0vx%=9
x=0vx=3vx=-3.

4b (x +3)? = -7 heeft geen oplossingen in R
omdat (x + 3)2 (een kwadraat) niet negatief kan zijn.

+40=0 Se
|x -5)2 - 28]+ 40=0

(x-5)2+15=0

(x -5)2=-15

(x -5)% =15/2

x-5=/15 v x-5=-//15
x=5+/J15 v x =5-//15.

5f

(2x+3)%2+10=0 6d
(2x +3)2 =-10

(2x +3)% =10/2

2x +3=/V10 v 2x +3=-/J10
2x=-3+/J10 v 2x =-3-/4/10
X:—%+%/\/ﬁ v X:—%—%/\/E.

6c lx+10+2/=%x+12—5/

3
%X =2 -7/ (keer 12)
x =24-84/.

+14=0
|G +4)% ~16| +14=0

(x+4)>-2=0
(x+4)% =2
X+4=\2vx+4=-2
xX=-44+2 v x=-4-2.

(x+3)%=-16

()(+3)2 =16/2

X+3=4/ v x+3=-4/
xX=-3+4/ v x=-3-4/.

+7-0
(@x+1%-1+7=0

(@x+1)2+6=0

(x+1° =-6

(x +1)% =62

2x+1=/J6 v 2x +1=-//6
2x=-1+/J6 v2x=-1-/J6

1.1/ __1_1;
X==5+51 6vx= > 2/\/3.
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(2+7)-(10-5/)=20-10/ +10/ =5/ =20-5/2 =20-5--1=20 +5 = 25.
(a+b6i)-(c+di)=ac+adi + ber + bdi? = ac + adi + bei — bd = (ac - bd)+(ad + bc)i.

2+5)+(4-6/)=6-/.

(5-7)-(5+7)=25+5/ -5/ —i%=25+1=26.
@R+12=(Q2+7) R+/)=4+2/+2/ +/2=4+4/-1=3+4/.
/'-(6+7/):6/'+7/'2 =6/-7=-7+6/.

5_72.2

/ S==1.-1./=/.

A+7) (6-1)+(B=7)-B+2))=6-i+6i—i®+9+6i-3/-2i%=15+8/ -3i% =18 + 8/

- 1272 1+1

2ozl 20) 2 () _20o) g

-~
[

+3/ = _=2i+3% _-2/-3 _ _3_>p;
i 2 1 :

2+ 2+/‘,2+/':4+4/'+/'2:3+4/':3+4/':§+A/-
2-/  2-7 2+/ 222 4+1 5 5"

3+5/ _ 3+5/ 12-5/ _36-15/+60/-25/° _36+45/+25 _ 61+45/ _ 61 , 45 ;
12+5/ 12+5/ 12-5/ 122 —(5/ 144 + 25 169 169 169"
2/ _ 2/ .1—3/':2/'—6/'2:—6+2/:—6+2/:_§+l/
1+3/ 1+3/ 1-3/  12_9,2 1+9 10 5 5"

N 3 _6+97 2-/_12-6/+18/-9/% _21+12/ _21+12/ _21 , 12 ;
@+30) 5 =% =7 = 22_ ;2 ="4:1 -5 ~s5tEl

(3+41)2 =(3+4i)-(3+4)=9+24/ +16/% = -7 + 24i.

3+/ _ 34/ .3—4/':9—1?_'/'+3/'—4/'2 _9-9/+4 _13-9/_13 9
3+4/  3+4/ 3-4/ 32— (47)? 9+16 25 25 25

/.

@+ -QR-iP=@+)R+)-(R-7)2=-7)=4+4/+/°—(4-4i+/°) =4+ 4/ +/° -4+ 4/ —/°> =8/,

i? ~(/3 -4 —/'5) :—1(/'2 i—i%. 2.2 N=—(~7-1-N=7+1+7/=1+2/.

5 __5 .2-3 _10-15/ _10-15/ _10-15/ _10 _15;
2+3/ 2+3/ 2-31 22_(3/)  4+9 13 137 13"

L AL P LY. BV RS s N e N, [ R

(7S + 7+ +i°+7" +7

a+bi _a+bi c—di _ ac—adi+bci —bdi® _ ac—adi +bei+bd _ (ac +bd) - (ad - be)i
c+di T c+di c-di - (di)? - d?? 2+ d? '

(a+br)-(a-bi)= a® - abi + abi — b%i% = a® + b is reéel (a en b zijn namelijk beide reéel).
(3+4/)-(3-4/)=3%+4%=9+16=25.

(100 — 200/) - (100 + 200/) = 1002 + 2002 =10 000 + 40 000 = 50 000.
(0,4/+0,3)-(0,3-0,4/)=(0,3+0,4/)-(0,3-0,4/)=0,32 + 0,42 =0,09 + 0,16 = 0,25.

ZJZr;:a+b/'§a—b/':224:azne(z), real{ 3-417
_ . . . ) . image -3-4i0
z+z:ﬂ+b/*(a*b/):a+b/7a+b/:2b/:b:Im(Z) s
2/ 2/ 2/ 2/ . Cobd 3—41,)_3_'_41;
= ]
z:a+b/:(a+b/):a—b/:a+b/:z.

z1+zp=(@+bN+(c+d)=(a+c)+(b+d)=a+c—(b+d)i=(a-bi)+c—-di=z1+z,.

z1-22 =(a+bi)-(c+di) = ac + adi + bei + bdi® = (ac - bd) + (ad + be)i = (ac - bd) - (ad + be)i 1)
Z1-Z2=a+bi-c+di=ac - adi - bci + bdi® = ac — bd - i(ad - bc) = (ac - bd) - (ad + be)i e}
Uit (1) en (2) volgt dat z1-zp =z z5.

(ﬂ) - (a+b/) _ (a+bi , cfd/') _ (acfadiercifbdiz):((ac+bd)*(ad7bc)/' _ (ac+bd)+(ad - be)i o

z, c+di) " \e+di c-di 2 (di)? 2+ d? c+d?

> c+di c—-di c-di c+di

N

- (diY? P+ d?

2y _a+bi _a-bi _a-bi c+di _ ac+adi-bci-bdi* _ (ac+bd)+(ad —bc)i (2. Uit (1) en (2) volgt dat (%) =

21

Z2
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(4+31)2=(4+ 3/)2 =(4-3)-(4-3/)=16-12/ 12/ +9/% =16 — 24/ -9 =7 — 24i.

(4+3/’):(4+3i,2—/’):(8—4/'+6/'—3/'2):(8+2i+3):(11+2/):(u g,-):u_;,-
2+7 247 2-7 22_2 4+1 5 5 5 5 5
m 3_4/ %Dﬂ\j 3+ 13—,
3-4/-3-4/ L . 1

De lengte van pijl van de oorsprong naar het punt (2, 1) is V22 +1% =4 +1=15. :
De lengte van pijl van de oorsprong naar het punt (1, 3) is V12 +32 =1+ 9 =10, =
tan(@) =4 = @ ~27° en tan(B)=3 =3 = S ~72°. (MODE: DEGREE)

17
cord (43 E D

n%?nd((4+3t)/(2+t

2.2- 44
ArskFrac

11-5-2-5i
L

De lengte van de som van de pijlen (zie 16b) is 5 en som van de lengten van de pijlen (uit 16a) is /5 ++/10.
De lengte van de som van de pijlen is niet de som van de lengten van de pijlen, want 5 = v/5 +/10.

(de weg van de oorsprong direct naar het punt (3,4) is korter dan de weg van de oorsprong via (2,1) naar (3,4))

Taniids5) z
‘“'B 5513818235 : 35,
Zie z1 en z, in de figuur hiernaast.

z1=1+2/ met lengte |z4| =V12+22 =1+4 =45
75 =-2+3/ met lengte |z,| = (-2)? +3% =4 +9 =/13.

z3=2z1+22=(1+2/)+(-2+3/)=-1+5/. (zie ook in de figuuur hiernaast)

:> y=53°. Dus y =

tan(y) =

Zie de figuuur hiernaast. De parallelogram-constructie klopt.
Z4=21-22=01+2/)-(-2+3/)=1+2/+2-3/ =

Zie de figuuur hiernaast. De parallelogram-constructie klopt. 2 ‘:1 0
z5=21-2=(1+2/)-(-2+3/)=—2+3/ 4/ +6/° =—2 -/ -6 =—-8—/.

|21 Zz\—\ —8—1i|=/(-8)% +(-1)? =/64 +1 =/65.
5 en ‘22‘ \/_(Z|e 170):‘21‘ ‘22‘ \/_ \/_ \/5—1 \/_

24| =

Re(z)=4.

(delijn x = 4 in het xOy-assenstelsel = een verticale lijn)
Re(z)=Im(z).

(delijn x = y dus y = x in het xOy-assenstelsel)

Re(z)+Im(z)=2.

(delijn x + y =2 = y =—x + 2 in het xOy-assenstelsel)
Re(z)-2Im(z)=4.

(delijn x -2y =4 = -2y =-x +4 = y = L x — 2 in het xOy-assenstelsel)

_____________

’Re(z) 2Im(z) 4

190 (Re(2))* +(Im(2))° =(|z|)° =4 = |z| =4 =2

(dus de lengte van z is 2, dit is een cirkel met middelpunt O en straal 2)
19b |z| =2,5. (dus de lengte van z is 21)

(dus de lengte van z is 2%, dit is een cirkel met middelpunt O en straal 2%)
19¢ z-z=(z])" = 2% :% =|z]= \/% :% (dus de lengte van z is 11).

(dit is een cirkel met middelpunt O en straal 1%)

z=z=a+bi=a-bi=2bi=0=2b=0=b=0=Im(z)=0. Ditis de reéle as.
(delijn y =0 in het xOy-assenstelsel = de x-as in het xOy-assenstelsel)



20

21

22a
22b

22c¢

23a

23b

24a

24b

24c

24d

25a
25b

G&R havo/viwo D deel 2 8 Complexe getallen

Stel z=a+bidanz=a-bs enz~3:(a+b/')~(a—b/'):a‘?—ab/'+ab/—b2/'2 =a® + b2, (¢))
De lengte van z is |Z] =Na® +p% = |z|2 —a%+ b2 (2. Vit () en () volgt z-z = |z|2.

|21 22| =|(@+ b7) (¢ + d)| = |ac + adh + bei + bdi?| =|(ac - bd) + (ad + be)i| =(ac - bd)? + (ad + be)?

= \/(a(:)2 —2achd + (bo’)2 + (aa’)2 +2adbc + (bc)2 = \/azc2 +b%d? + a®d? + b2c? 1)
|z1]-|z2| =|a + bi| - |c + dl| = Va2 + 62 N2 +d? =\(@® + b2) - (2 + d?) =\aPc? + aPd? + b3c? + b2d? @)
Uit (1) en (2) volgt |zq-z2|=|z1| |z2| (hier staat de lengte van (z, - z,) is de lengte van z; keer de lengte van z,).

- - z
z3=21-2 =(3+4/)’(1+/)=3+3/’+4/’+4/’2 =3+7/-4=-1+7/. :3+4”“+”-1+?t :3

Zie de figuuur hiernaast.

_4 B B O (T V)
Voor z1 geldt tan(gq) = 31:> @1 ="tan""(3) = 53°. oo 13018235
1

Voor z, geldt tan(pr)=3=1=¢;, = tan (1) = 45°. |a T 43 AL
7 . ] o |ipg_pil- 86989765 2ireal

Voor z3 geldt tan(«) = T=>03= 180° —tan™*(7) = 98°. 5. 13010235 | [

Voor de draaihoeken geldt ¢ + ¢, = ¢3. u

~30° < Arg(z) < 30°. B T R

(zie de figuur hiernaast)

45°< Arg(z)<135° A |z]<5.

(zie de figuur hieronder)

Im

_______________________________

------------------------------

_________

absC2+2i 0
2.828427125

7 =2+2/ heeft lengte |z| =22 +2% =4+ 4 =\/8 =42 =22 en 190 emarizs
45

de hoofdwaarde van het argument is Arg(z) = 45°. :nglEQQH

3 -
z=(1-1)° heeft lengte |2|=[(1- )% =1~/ = (1% + (-)° = (VI+1) = ((2)?] =23 =8 en o
de hoofdwaarde van het argument is Arg(z) = 90°. n B

NB:z=(Q1- /')6 =8/ (op de imaginaire as) met lengte |z| =|8/| =8 en hoofdwaarde van het argument Arg(8/) = 90°.

Z = cos(40°) + 7sin(40°) heeft lengte |z| =1 (af te lezen in de einheidscirkel) en Shelcosidditizin
de hoofdwaarde van het argument is Arg(z) = 40° (af te lezen in de einheidscirkel).

z =5c0s(140°) + 5/5in(140°) heeft lengte |z| =5 (vergroot de einheidscirkel) en
de hoofdwaarde van het argument is Arg(z) =140° (vergroot de einheidscirkel).

I
e Re(z)=3

1
angdlelcosid4@a+is
incd@nl

Re(z)<3 A |z|<5.
2<Re(z)<4 A -2<Im(z)<3.;
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26a |z+2| =|z-(-2)|=1(de afstand van z tot -2is1)  26¢ |z-1-2/=|z - (1+2/)| =3 (de afstand van z tot 1+ 2/ is 3)
is de cirkel met middelpunt —2 en straal 1. is de cirkel met middelpunt 1+ 2/ en straal 3.
. . . . . Im . . . Im . . . .
lz-1- 21‘ _ Arg(z) = 45°
i Re T +
1
I . Im(z) -1 N ;
26b \z 2/‘ = 3 (de afstand van z tot 2/ is 3) | Re
is de cirkel met middelpunt 2/ en straal 3.
T R i

26d \z+2—/\—\z (- 2+/’)‘ 2 (de afstand van z tot —2+/ is 2)
is de cirkel met middelpunt —2+/ en straal 2.
arg(z) = 135° Im

27a |z+2=1 A Im(z)=-1/(zie figuur 26a). 27¢ |z-1-2/=3 A Arg(z)=45° (zie figuur 26c).
27b |z-2/]=3 A Re(z)=2 (zie figuur 26b). 27d |z-2+/=2 A Arg(z)=135° (zie figuur 26d).

28a  Arg(z1)=Arg(-1+/)=135°en | z1| = |-1+ /] =(-1)% +1% = 2.
28b  Arg(z) = Arg(v2 cos(135°) ++/2/sin(135°)) = 135° en
|z5| = ‘\/E c0s(135°) ++/2/ sin(135°)| = /2 (denk aan de eenheidscirkel).

28¢ z1 =2z omdat Arg(z1) = Arg(z) en |zq| =|z;|.

29a  [10+10/]=10% +102 =100 -2 =102 en Arg(10 +10/) = 45° = 10 + 10/ = 10v/2(cos(45°) + / sin(45°)).
andle(3-4i 1
29b  |3-4/=+32+42 =/9116 =25 =5 en Arg(3 - 4/) = -53,1°= 3 4/ ~ 5(cos(-53,1°) + /sin(-53,1°)). |y o-13018235

29c |8/=8 en Arg(S) =0° = 8 = 8(cos(0°) + 7 sin(0°)). RO AR ang;; anglec(lﬂ)/“g;

29d 1+'\ ‘“;“ f =1len arg(1+') Arg(l+/) - Ar‘g(l—/) 45° _ (-45°) = 90° = 1+/ L= cos(90°) +/5in(90°).
anglelC24+i 2
29 \(2+/)2‘ 2+ /% =22 T2 5% =5 en Arg((2 +7)2) =53,1° = (2 + /)2 =5(cos(53,1°) + i sin(53,1°)). g - 1301HES
29f  |-5/]=5 en Arg(-5/) = -90° = 3 — 4/ = 5(cos(—90°) + / sin(-90°)). ’m‘
| ]
299 |5/ +12| =122 +5% = 144125 = /169 =13 en Arg(12 - 5/) ~ -22,6° = 12 — 5/ = 13(cos(-22,6°) +  sin(-22,6°)).

20n  |l2=12i) M2 JELT8E _ (12877 122 en arg(12=127) = Arg(12 - 127) - Ang(1) = ~45° - (90°) = -135°.
“ ?ngle((12—12t)/t

Dus % =12/2(cos(~135°) + / sin(-135°)). g
L]
30a  15(cos(30°)+/sin(30°) =15-(3v3+/-2)=71V3+71/ (=13.0+7,50. ¢ 0 | 30° | 45° | 60° | 90°
15¢ LA Eing
30b  100(cos(90°) + 7 sin(90°)) =100 - (0 +/ .1) =100 sy e i) [ o | 3 [3vE [ ] 1
(lz] =100 en Arg(z) = 90° = op de positieve imaginare as) :5*1 %559*5838186 cos(¢) 1 13 | 12 1 0

30c V2(cos(135°) + 7 sin(135°)) =/2 - (—%\/5 +7- \/—) =-1+/.
30d VB(cos(-90°) +/5in(-90°)) = /5 - = = —/+/5. (|2l = /5 en Arg(z) = —90° = op de negatieve imaginare as)
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=|z|<3 A 0°<p=Arg(z)<90° 31c r=|z|= 4 N 90°<¢ Arg(z)<180°.

Im

; Pop= 180
2<r=|z]<5 A Im(z)<-1 ~ CE— /-_\ Re
31d r=z|<b A ¢= Ar'g(z) =45°,

e

N ARy S ot il

co0s(12°) - cos(18°) - sin(12°) - sin(18°) = 0,866 en cos(30°) = %«/5 ~0,866.
Dus cos(12°)- cos(18°) — sin(12°) - sin(18°) = cos(30°).

ENG

NORHAL Ity
FLOAT IR S 8- - -

. . cos( @2 kcosC 18—
c0s(26°) - cos(42°) - sin(26°) - sin(42°) = cos(68°) = 0,375. | cos(1g7wcos (139 [E= (ZEvwcaa (a7 sincr2iksinclss
H H =1hN =10 =1h =10
cos(72°) - cos(18°) - snn§72°) . sm.(18°) =co0s(90°)=0. ch.ns(SE’l) 5(68§?45955934 ngé%g%’;igféﬁ%é
cos(35°) - cos(—35°) — sin(35°) - sin(-35°) = cos(0°) = 1. L Besazsense |7 L Srac065934 ! 1

[aalee]

sin(12°) - cos(18°) + cos(12°) - sin(18°) = 0,5 en sin(30°) =0,5. [FintiZitee=il
Dus sin(12°) - cos(18°) + cos(12°) - sin(18°) = sin(30°). = imc3E) .
5in(26°) - cos(42°) + cos(26°) - sin(42°) = sin(68°) = 0,927. B cinigeiwcostazit
sin(13,5°) - cos(13,5°) + cos(13,5°) - sin(13,5°) = sin(27°) = 0,454, [~°=Z53221ns32],
sin(72°) - cos(18°) + cos(72°) - sin(18°) = sin(90°) = 1. SN o 1azes4 g
sin(35°) - cos(~35°) + cos(35°) - sin(~35°) = sin(0°) = 0. "

siniFZrkcosilgn+

2
3| CostYErksincll

]

>1
Sint 35 rkcost 350
;cns(SS)*sln('SS

5]

=]
=]
2
2

isin(lZ
rising

w4

os(]
s
(cos(12°) + 7 sin(12°)) - (cos(18°) + / sin(18°)) = 0,866 + 0,5/ en cos(30°) +/sin(30°) = 0,866 + 0,5/ |cosiaarernctas
Dus (cos(12°) + /sin(12°)) - (cos(18°) + 7 sin(18°)) = cos(30°) + /7 sin(30°). g 5660254838+, 5

(cos(e) + 7 sin(e)) - (cos(B) + 7 sin(B)) = cos(a) cos(B) + 7 cos(a) sin(B) + 7 sin(a) cos(B) + 2 si n(a)sin(5)
= cos(a@)cos(B) + 7 cos(&)sin(B) + 7 sin(er) cos(B) — sin(a) sin(B)
= cos(a) cos(B) — sin(a)sin(B) + 7 (cos(a) sin(B) + sin(a) cos(B))
= cos(a) cos(B) — sin(a)sin(B) + 7 (sin(ar) cos(B) + cos(a) sin(B))

=cos(a + B) + 7 sin(a + B).

|z|=[(3-3/)- 1+ /) =[3-3/-|1+/]=v9+9 -V1+1=19-2 V2 =3J2 -2 =6.

arg(z)=arg((3-3/)-(1+/)) = Arg(3—-3/) + Arg(1+ /) = -45° + 45° = 0° = Arg(z).

|2 =|(2 - 2/) - (V2(cos(45°) + / sin(45°))| = |2 - 2/] - |V2(cos(45°) + / sin(45°) =4+ 4 N2 =42 V2 =22 N2 = 4.
arg((2-2/)- (V2(cos(45°) + 7 sin(45°))) = Arg(2 — 2/) + Arg(~/2(cos(45°) + / sin(45°)) = —45° + 45° = 0° = Arg(2).

12| = |8(cos(12°) + /'sin(12°))| _ [B(cos(12°) + /sin(12°))| _ _4
" |2(cos(17°) +7sin(17°))| ~ [2(cos(17°) +/sin(17°))]

arg ( ggzg?; : :2::853) = Arg(8(cos(12°) +/ sm(12°))) —Arg(2(cos(17°) +/sin(17°))) =12°-17° = -5° = Arg(z).




36
36a
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36¢
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36e
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37
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39b
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|z| =|1+/]|=v1+1=+2 en Arg(z) = Arg(1 + /) = 45°.
2z|=|2- 2| =|2| |z] =2 V2 en arg(2z) = Arg(2) + Arg(z) = 0° + 45° = 45° = Arg(2z2).
liz| =|i - z| =|i| -|z| =1-+/2 en arg(iz) = Arg(/) + Arg(z) = 90° + 45° = 135° = Arg(iz).

‘ ‘ % %_1 % 2. 1x/_enarg() Arg(1)— Arg(z) = 0°—45° = —45° = Ar'g()

z =Z'Z=Z'Z=22=\/§ =2enar (22)=Ar' (2)+ Arg(z) =2Arg(z)=2-45°=90° = Ar (22).
72|=1z- 2] HH 7 9 9(z)+ Arg 9 9

‘25‘ \2\5 =42 en arg(z5) B5Arg(z) =5-45°=225°, dus Ar'g(z5) 225° - 360° = -135°,
2 ; i ;
‘2" H 5= \/25 % = ¥ =2 en arg(%) =Arg(2/)— Arg(z) =90° - 45° = 45° = Ar‘g(%).

|z| = ‘(cos(20°)+/sm(20°) ‘ \cos(20°)+/sm(20°)\ =1%-1en
arg(z) = ar‘g((cos(20°) +/sin(20°))" ) =—-4Arg(cos(20°) +/sin(20°)) = —4 - 20° = —-80° = Arg(z).

I |cos(-80°) + 7 sin(-80°)| =1=|z| en Arg(cos(-80°) +/sin(-80°)) = —80° = Arg(z).
1 |_ 1 _1_q_
I cos(80°) +/sin(80°)| ~ [cos(80°) +/sin(80°) 1 1=|z| en

arg(m):m"g(l)— Arg(cos(80°) + /sin(80°)) =0 — 80° = -80° = Arg(z).

III |- cos(80°) -/ sin(-80°)| = ‘—1 -(cos(80°) + 7 sin(-80°)) =|-1| - |cos(80°) + / sin(-80°)| =1-1=1=|z| en
arg(-1-(cos(80°) + / sin(-80°))) = Arg(-1) + Arg(cos(80°) + / sin(-80°)) = 180° — 80° = 100° = Arg(z).
-4 | _ -4 4 oL s oo
IV Cas(20%) = 7$in(20%)| ~ [cos(20%) +5in(20%)] =4 |z|. Dus I en IT zijn gelijk aan z =(cos(20°) + / sin(20°))

Toets voorkennis (voor het voorbeeld boven opgave 38)

¢ 0° 30° 45° 60° 90°
la  cos(30°) = I%ﬁ . lc sin(150°) =sin(30°) = 3. o | o VARV
b sin(45°)=1+2. 1d  cos(-150°) = —cos(30°) = J§. oso) | 1 |25 | ivz | & 0
2a sin(a)=3 :> a=30° v a=150° 2c cos(a)=1 J— 3=>a=30° v a=-30°.
2b  cos(a)= —f\/‘ 2=>a=135° v a=-135° 2d  sin(a)= _,( 3o a=-60° v a=-120°
1- /)6 (met [1—/]=+/2 en Arg(1 - /) = —45°) = (\/E (cos(—45°) + /'sin(—45°)))6 ] o
A JI6E
= \/56 -(cos(6 - —45°) + 7 sin(6 - —45°)) = 23 (cos(-270°) + 7 sin(-270°)) = 8(cos(90°) + / 5in(90°)). .n5+ 9@
(cos(20°) + /'sin(20°))4 =14 (cos(4-20°) +/sin(4 - 20°)) = cos(80°) + 7 sin(80°). -
343
(77)3 (met |7/ = 7 en Arg(7/) = 90°) = (7 (cos(90°) + /'sin(90°)))3 S+30 27
=73 (cos(3-90°) + /sin(3-90°)) = 343 (cos(270°) + /in(270°)) = 343 (cos(-90%) + /sin(-90°)). /™" 50

c05(30°) + / sin(30°))? = cos(60°) +/ sin(60°) = 1413,
c0s(45°) + / sin(45°))° = cos(225°) + / 5in(225°) = — cos(45°) — / sin(45°) = -3z -1V

(
( -156A6+4+350 -2
(cos(300°) +/ sm(300°)) = c0s(-1500°) + 7 sin(-1500°) = cos(-60°) + / sin(-60°) = 5 — f/\/— N

5
12 ~1i2)” = (cos(-45°) + /sin(~45°))° = cos(~225°) + i sin(-225°) = -1 V2 + E/JE.
13,1 i 10 o - | 1. o A0 -
E E’) =(c0s(30°) +/sin(30°))™" = cos(300°) + / sin(300°) = cos(~60°) + / sin(-60°) = 351 iV3.\g &8
Flotl Flakz Flet:
25 e
(cos(x)+ /sin(X))3 = [;J -cos3(x) + @ -cos?(x)-7sin(x) + @ -cos(x)- (/'sin(x))2 + @ : (/sin(x))3 ; X ;1
= cos3(x) +3- cosz(x) -rsin(x)+3-cos(x)- 2 sinz(x) +73 sin3(x) E E
£ n
= cos3(x) + 3/ cos?(x)sin(x) — 3cos(x) sin®(x) — 7 sin3 (x). R L

Uit (cos(p) + /'sin((p))3 = cos(3¢) +/sin(3¢) volgt (cos(x)+ /'sin()())3 =cos(3x) +/sin(3x) (door ¢ te vervangen door x).
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Uit 40a en 40b volgt dan cos(3x) +/sin(3x) = cos3(x) +3/ cosz(x)sin(x) - 3cos(x)sin2(x) - /sin3(x).
Dus cos(3x) = cos3(x) —3cos(x)sin®(x) en /sin(3x)=3/cos?(x)sin(x)—/sin3(x).
Dit geeft dan cos(3x) = cos>(x) — 3cos(x)sin(x) en sin(3x) =3cos®(x)sin(x) - sin3(x).

cos(2x) +/sin(2x) = (cos(x) + /sin()())2 = [é} -cos?(x) + [TJ -cos(x)-7sin(x)+ [;J . (/sin(x))2

2w
= cosz(x) +2-cos(x)-7sin(x)+ i? sinz(x) = cosz(x) + 2/ cos(x)sin(x) - sinz(x). D%— E :
Dus cos(2x) = cosz(x)—sinz(x) en sin(2x) = 2cos(x)sin(x). o Tt P E :‘:
| N
cos(4x)+/sin(4x) = (cos(x)+ /'sin()())4 N E:@ -

=[*]. cost () +| ¥ cos3(x) - isin(x) +{ F] - cosB(x) - (7sin(x))? +[ ] cos(x) - (7sin(x)) + [ *]- (7sin(x))?
[OJ 1 2 3 4

= cos4(x) + 4cos3(x) -7sin(x) + 6c052(x) 72 sinz(x) +4cos(x)- 3 sin3(x) +7 sm4(x)
= cos4(x) +4/ cos3(x)sin(x) -6 cosZ(X)sinZ(x) - 4/'cos(x)sin3(x) + sin4(x).
Dus cos(4x) = cos*(x) - 6cos?(x)sin®(x) +sin*(x) en sin(4x) = 4 cos3(x)sin(x) - 4 cos(x)sin3(x).

|4/] =4 en Arg(4/) = 90° = 4/ = 4(cos(90°) +/ sin(90°)).

|4/] =4 en arg(4/) = -270° = 4/ = 4(cos(-270°) + / sin(-270°)).

2% = 4/ = 4(cos(90°) + / sin(90°)) geeft

7 =/4(cos(32°) +/5in(32°)) =2 (cos(45°) + / sin(45°)) =2(12 + L iV2) =2 + V2 = z1.

2% =4/ = 4(cos(-270°) + 7 sin(-270°)) geeft

z= ﬁ(cos(igo °) + /'sin(i?_,70 °)) =2(cos(-135°) + 7 sin(-135°)) = 2(—%& —%/’x/?) =2-i\N2=2z,.
Gerson heeft geen gelijk, want 2% =4/ = 4(cos(450°) + /'sin(450°)) geeft

z= ﬁ(cos(@ﬂ + /'sin(@ °)) =2(cos(225°) + /'sin(225°)) = 2 (—%x/? - %/\/E) =2-i2= Z5 (uit 41b).

|z| =1 en Arg(z) =120° geeft ‘23‘ =13=1en ar‘g(z3) =3Arg(z)=360° = ‘23‘ =1len Arg(z3) =0°= z3 =1,

|z| =1 met Arg(z) = —120° of Arg(z) = 0° (naast Arg(z) =120° uit 42a) geven ook z° =1.

2% =4/ (op de negatieve imaginaire as en op afstand 4 van 0) heeft twee oplosssingen voor z in C.

2% = 4(cos(-90°) + /sin(-90°)) v z? = 4(cos(270°) + / sin(270°)) H"?‘E"+368
z =2(cos(—45°) +/sin(-45°)) v z=2(cos(135°) +/sin(135°)) "=
z=2- (%\/__,,\/_) V2-iN2 v z=2. (—lx/_+—/x/_)——x/_+/x/_

2% =9/ (op de positieve imaginaire as en op afstand 9 van 0) heeft twee oplosssingen voor z in C.

22 =9(cos(90°) +/sin(90°)) v z% =9(cos(450°)+/ sin(450°)) =
z =3(cos(45°) +/sin(45°)) v z=3(cos(225°)+/sin(225°)) Fns+368
z=3- (1\/—+7/\/_) 11\/_+11/ 2 v z=3: (_l\/__,,\/_)__llf 11/\/_

z3=27 (op de positieve reéle as en op afstand 27 van 0) heeft drie oplosssmgen voor z in C.

23 =27 (cos(0°) +/sin(0°) v z3=27(cos(360°)+/sin(360°) v z3=27(cos(720°)+/ sm(720°)) e B
z =§/ﬁ(cos(0°)+ isin(0°) v =z =§/ﬁ(cos(120°)+/sin(120°)) v z= J_(cos(240°)+ /sin(240° )) 252
z=3-1-/-0)=3 v z:3~(—%+%/«/§):—1%+1%/ 3 v 2—3-(—5—5/«/_)——15—1%“/_. '

z4 =81 (op de negatieve reéle as en op afstand 81 van 0) heeft vier oplosssingen voor z in C. =@ .

z% = 81(cos(180°) +/sin(180°)) v z* =81(cos(540°)+/sin(540°)) v Fns+360 S48

z% = 81(cos(-180°) +/sin(-180°)) v z* =81(cos(-540°) +/sin(-540°)) [iEa-4 158

z =3(cos(45°) +/sin(45°)) v z=3(cos(135°)+/sin(135°) v 54074 gL

z =3(cos(—45°) +/sin(-45°)) v z =3(cos(-135°)+/sin(-135°))

Z:3~(%\/§+%/\/§) v z=3(-3 \/—+,,\/—) v z=3-( \/——EI\/—) v z=3: (—*\/——*/\/—)

z=1%\/§+1%/ 2 v z=-1%f+1;/ 2 v z_1;f 1;/ 2 v z=—1%\/§ 1;_/J’.
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44aq z=~2+7= 2% =2+ (met Arg(z%) = tan"'(1) = 26,6° en z° op afstand /5 van 0) heeft twee oplosssingen voor z in C.
=~ \/§(C05(26,60) + /'Sl.n(26,6°)) \% 22 = \/g(COS(386,6°) + /Sin(386,6°)) tah"(%éZ%eSaSl 18 tan"(%é%)%é%%ﬁlz

Aris s 2

z ~\\/B (cos(13,3%) +/sin(13,3°)) v z =45 (cos(193,3°) +/sin(193,3°)) 13, 2825255 193, 2325256

! i 45 ISECOslRI ML E1n| 4 S(COsE A FLE1R
z=146+0,34/ v z=~-146-034/ 145534669+, 343..| | 21, 45534669, 34..

44p Z=-4+3/=> 22 = 443/inII (met Arg(z Y= tan (S ) +180° ~ 143,1° en z2op afs’rand 5 van 0).
7% ~5(cos(143,1°) + /sin(1431°)) v 2% ~5(cos(503,1°) +/sin(503,1°)) |- {43 {3aT62e| [ 3631133182

gt Az 2+
Z= \/3(605(71,6°) +/sin(71,6°)) v z= \/—(COS(251,6°) +1/sin(251,6°)) gy ol FERESLIE L 2oL, BeaBs12
z=071+212/ v z=-071-212/. L PETIBETEIZ4Z. 1. (-H%%?ms?mz -2,
44c Y 6+3/=23=-6+3/inII (met Arg(z y=tan (3 =) +180° ~153,4° en 2> op afsmnd 45 van O)

23 = x/_(cos(153,4°)+/sm(153, 4°)v 23~ J_(cos(513, 4°) +/sin(513,4°)) v 23~ \/_(COS(873 4°) +/sin(873,4°))

7 =~ Y45 (cos(51,1°) +/sin(51,1°)) v z =45 (cos(171,1°) +/sin(171,1°)) v z =45 (cos(291,1°) +/sin(291,1°))
z=118+1,47/ v z=-186+0,29/ v z=0,68-176/.

tan 13, 6 a+188 tan- 103 -61+540H tan- 103, ~E+9E8
153. 4349488 513.43493488 8734343488
Aris.« 3+ Az 3+E A 3+
51.14498294 171. 1449829 291. 1443829
6*I4?(c05(X)+151 6;§§?(c05(X)+151 6;%??(cns(H)+le
ﬁ. 183168537+1.4.. .'1 BRI+ 2 i6883253?33 1.7..

44d z=%0=z%=10 (met Arg(z*) = 0° en z* op afstand 10 van 0).
z* =10(cos(0°) +/5in(0°)) v z* = V10 (cos(360°) + / 5in(360°)) v TTTE
2% =10(cos(720°) +/ 5in(720°)) v z* =10(cos(1080°) + / sin(1080°)) M
z =410 (cos(0°) +/sin0°)) ~1,78(1 +/-0) = 1,78 v z = 410 (cos(90°) + / in(90°)) = 1,78(0 +/ - 1) = 1,78/ v
= m(cos(180°) +7sin(180°)) =1,78(-1+/-0)=-1,78 v z = m(cos(270°) +75in(270°)) =1,78(0 +/--1) = -1,78/.

1.77E27a41

Im
45a zZ= % +%/x/§ = c0s(60°) + 7 sin(60°) (met Arg(z) = 60° en z op de eenheidscirkel). e A : _________
Zie het complexe vlak hiernaast. (arg(zz) =2Arg(z), arg(z) =3Arg(z), .. S2E8 =<
45b z—f f/x/—:>\z\—,/ 1\/— ,l =V1= 12‘2 ‘ |z =1" =1. 60°
Oof z —f f/x/— 1. cos(60°)+/sm(60 ) I|gT op de eenheidscirkel. ‘

Dus ook 2" = cos(n - 60°) + i sin(n - 60°) ligt op de eenheidscirkel.
45¢ 2% = —% + % /N3 = cos(120°) + / sin(120°) (aflezen in het complexe viak).

2% = cos(120°) + /sin(120°) v 22 = cos(120° + 360°) + / sin(120° + 360°)

zZ= cos(60°) + /'sin(60°) v Z= cos(60° +180°) + 7 sin(60° + 180°)

Z—f+/ f\/— f+f/ 3 v z——7+/ —*\/———*—*/\/—

45d z4=1= c0s(180°) + 7 sin(180°) (aflezen in het complexe vlak).
z4 = cos(180°) + /sin(180°) v z4 = =cos(180° + 360°) +7sin(180° + 360°) v
z4 = cos(180° +720°) + 7/ sin(180° + 720°) v 24 = = cos(180° +1080°) + / sin(180° + 1080°)
z =cos(45°) +7sin(45°) v z=cos(45°+90°) +/sin(45°+90°) v
Z =cos(45° +180°) + 7sin(45°+180°) v =z =cos(45°+270°)+ /sin(45°+270°) Ans.Ti23 =
z :%\/E+%/' 2 v z =—%\/§+%/ 2 v z =—%x/§—%/ 2 v z =%\/§—%/ 2. [N perat2

46a (z- 1)2 = % + %/\/5 = c0s(60°) + 7 sin(60°) (aflezen in het complexe viak).
(z -1)% = cos(60°) +/sin(60°) v (z-1)? =cos(60° +360°) +/ sin(60° + 360°)
z-1=co0s(30°) +/sin(30°) v Zz-1=cos(30°+180°)+ /sin(30°+180°)
z—lz%\/§+%/ v z—lz—%\/g—%/
z :1+%\/§+%/ v z :1—%\/5—%/.
46b (z-1- /')2 =—/ =c0s(270°) + 7 sin(270°) (aflezen in het complexe vlak).
(z -1-/)? = cos(270°) +/sin(270°) v (z-1-/)? = cos(270° +360°) +/ sin(270° + 360°)
z-1-/7=cos(135°)+/sin(135°) v z-1-/=cos(135°+180°)+/sin(135°+180°)
z—1—/=—%x/§+%/' 2 v z—l—/=%x/§—%/x/§
L2 +i+3V2) v z=1+1V2+i1-1V2).
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2% 47+ 4= (z- 2)2 = % - % i~/3 = cos(—60°) + / sin(—60°) (aflezen in het complexe vak).

(z - 2)% = cos(~60°) + 7sin(=60°) v (z —2)? = cos(~60° +360) + / sin(-60° + 360)
z-2=cos(-30°) +7sin(-30°) v z-2=cos(—30°+180°)+ /sin(—30°+180°)
Z—2=%\/§—%/ v z—Z=—%J§+%/

z:2+%\/§—%/ v 2:2—%\/§+%/.

22— 62|+10=|(z-3)%-9|+10=(z -3)? +1= /3 = (2 - 3)% = -1+ //3 =2(cos(120°) + / sin(120°)).
(z -3)% =2(cos(120°) +/sin(120°)) v (z-3)? =2(cos(120°+360) +/ sin(120° + 360))
z -3 =12(cos(60°) +/sin(60°)) v z-3=12(cos(60°+180°)+/sin(60°+ 180°))

23\/_(17/\/_)\/23\/2(%—%\/_) orl”
lx/—+f/x/— vV Zz- 3——%&—%“/3
zZ= 3+1\/—+*/\/— v z=3- é\/i %\/g 5
4/
Zie de linker rechthoek in het complexe vlak hiernaast.
z=1+/i=z+3+2/=1+/+3+2/=4+3/. 3/
Z=3+/=>2+3+2/=3+/+3+2/=6+3/.
z2=3+4/=>2+3+2/=3+4/+3+2/=6+6/. 2/
z=1+4/=>2z+3+2/=1+4/+3+2/=4+6/.
Zie de rechter rechthoek in het complexe vlak hiernaast. 7

De oorspronkelijke rechthoek is 3 naar rechts en 2 omhoog verschoven.

Bij f(2)= z +/ hoort een vermenigvuldiging met 5 Ltov.z=0

(zie de grijs gemarkeer‘de rechthoek) gevolgd door de ‘rr‘ansla‘rle 0,1
(zie de dubbel geaceerde rechthoek in de figuur hiernaast).

f(z)=0=

z+/=0>

é lye s z==2/ (- 2/ is het nulpunt van 7(z)).
1
2

2
f(z)=z> 1

sZ+i=z2= —éz =—/ = z =2/ (2/ is het dekpunt van 7(z)).

' I ! ! " Re
Bij f(z)=—1%z+3+2/ -1 0 1 2 3
hoort een vermenigvuldiging met —1% tov.z=0
(zie de grijs gemarkeerde driehoek)
gevolgd door de translatie (3, 2)
(zie de dubbel geaceerde driehoek in de figuur hiernaast).
f(z)=0 49c¢ f(2)=z
—1%z+3+2/:0 —1%z+3+2/:z
-1lz=-3-2 2Lz=-3-2
-3z=-6-4/ SHz=-6-4/
— 4 6_ 4,
z—2+3/. Z—5+5/
f(2)=0 f(2)=z 50b g9(z)=0 g(z)=z
3z+2-4/=0 3z+2-4/==z %z+5=0 %z+5=z
3z=-2+4/ 2z=-2+4/ lz——5 _gz__5
7= _% + %,’ (nulpunt). z =-1+2/ (dekpunt). 3° 7 37 5
z =-15 (nulpunt). 2z=-15=2z= = (dekpunt).

f(z):z:>az+5—2/':z:az—z:—5+2/':>(a—1)z:—5+2/:z:% dus geen dekpunt voor a =1.

f(2)=0=az+5-2/=0=>az=-5+2/=z= # dus geen nulpunt voor a = 0 (de hoemer wordt dan 0).

f1+2)=0=3-1+2N)+a+b/i=0=3+6/+a+b/=0=>B+a)+(6+b) =0=>a=-3rb=-6.
fA+2)=1+2/=23-(1+2))+a+bi=1+2/ = (3+a)+(6+b) =1+2/=>3+a=1r6+b=2=a=-2rb=-4
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Zie de rechter rechthoek in het complexe vlak hiernaast.
i(3+2/)=3/+ 2/2=3/-2=-2+3/ (zie de figuur hiernaast)
i(8+2/)=8/+ 2/2=8/-2=-2+8/ (zie de figuur hiernaast)
/(8+5/)=8/+ 5/2=8/-5=-5+8/ (zie de figuur hiernaast)
i(3+5/)=3/+ 5/2=3/-5=-5+3/ (zie de figuur hiernaast).
jiz| =/ - 2| = /] |2| =1-|z| =| 2| en

arg(/iz) = arg(/ - z) = Arg(/) + Arg(z) = 90° + Arg(z).
Dus een rotatie om z = 0 over 90° (tegen de klok in).

%+ %\/5 =c0s(60°) + /sin(60°) (ligt dus op de eenheidscirkel).

L

arg((L +1+3)- z) = Arg(d + 1V3) + Arg(2) = 60° + Arg(2).

Dus een rotatie om z =0 over 60° (tegen de klok in).

Zie de bovenste driehoek in het complexe vlak hiernaast.
2i(l+7)=-2i-2/%=-2/+2=2-2i,
—2i(3+7)=-6i-2/%°=—6/+2=2—-6/ en
—2i(3+3/)=—6/ -6/ =—6i+6=6—-6/.

(zie de dubbel gearceerde driehoek in de figuur hiernaast).

|-2iz| =|-2/- z| =|-2/|]-|z| =2|z] en

arg(-2/z) = arg(-2/ - z) = Arg(-2/) + Arg(z) = -90° + Arg(z).
Dus een rotatie om z =0 over —90° (met de klok mee) -
en een vermenigvuldiging t.0.v. z =0 met 2.
(eerst vermenigvuldigen en dan roteren mag ook)

2+2/| =8 =v4-2 =22 en Arg(2 + 2/) = 45°,
Dus een rotatie om z =0 over 45° en

een vermenigvuldiging t.o.v. z =0 met 2v2.
1<Re(z)<2 A 1<Im(z)<2isinhet complexe
vlak het gearceerde vierkant met zijde 1. ; ;
(in een vierkant met zijde 1 is de diagonaal v/2 lang) ------
Het beeld is het dubbel gearceerde vierkant. : '
Berekeningen: /2 -2v/2 =4 en 1-2V2 = 2J2.
2+2i] =8 =\4 2 =22 en Arg(2 + 2/) = 45°.
Dus de functie 7(z)=(2+2/)z geeft bij ;
het domein 1<|z|<2 A 30°<Arg(z)<60° 2

-1 0 1 2
het bereik 1-242 <|z|<2-2J2 A 30°+45°<Arg(z)<60°+45°, dus 22 <|z|<4vJ2 A 75°<Arg(z)<105°.

1443 =@ + V3% = VT3 =2 56b |3/ =32 =3 en Arg(-3/) = —90°.
en Arg(l+ /\/5) _ Tanfl(é) _ Tanfl(\/g) — 60° (zie dubbel gearceerde driehoek in de figuur onder 56a)
(zie de grijs gemarkeerde driehoek hieronder)
i i i ) Im i i i i
57 [V3-i|=V3+1=2en
arg(\3-7)= tan! (_T;) =-30°.
Domein 10<|z] <20 A 90°< Arg(z)<180°

geeft bij de functie F(z)=(/3 -/)z als
bereik 20<|z|<40 A 60°<Arg(z)<150°.

57b Domein |z]23 A 0°<Arg(z)<90°
geeft bij de functie 7(z)=(v3-/)z
als bereik |z 26 A —30°<Arg(z)<60°.
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|-2+ 2/ =(-2)% + 22 = /8 =/4-2 =242 en Arg(-2 + 2/) = 135°.
Dus een rotatie om z = 0 over 135° en een vermenigvuldiging t.o.v. z
Of bereken de drie beeldpunten van de drie hoekpunten:

f)=(-2+2))1=-2+2i,
F27)=(-2+2i)-2i =4 +4i® =—4/ —4=—4_4j.
Zie de grijs gemarkeerde driehoek in de figuur hiernaast.

F(z)=3+2/ e
(-2+2/)z=3+2/
z= 3+2/ _ 3+2/ . =2-2/ .y
-2+2/ —2+22/' -2-2/
—b-—6/—4/ -4/ _ —6-10/ T I
_=6 6/4:1‘/ 4/ _ -6 1§)/+4 FHICCEE
R A= kFrac
-=2-10/ __1_5, “1rd-5044,
8 474" N
fo=,%
(-2+2nz=(2+2)L
—l H : H
Z2=7
22 -1

z=1 v z=-1

Zie de kwartcirkel met middelpunt z =0 in de figuur hiernaast.

De kwartcirkel (uit 59a) 2 naar rechts en 1 omhoog verschuiven.
(zie de dubbel gearceerde kwartcirkel in de figuur hiernaast)
De kwartcirkel (uit 59a) eerst vermenigvuldigen met /
met |/|=1en Arg(/) = 90°.(d.i. een rotatie om z = O over Arg(s) = 90°)

------------------------

abs -2+21 0
2.828427125

Ars 2
an3lel -Z2+21 0

=0 met 24/2.

35
] = - -
FR)=(-2+2)-(3+/)=-6-2/+6/ +2/% =—6+4/ —2=—8+4/ en : B

en daarna 1 omhoog verschuiven. (zie de grijs gemarkeerde kwartcirkel) ~=

F(2)=10+/

-1+N)z+5+4/=10+/=(-1+/)z=b5-3/

5-3/ _5-3/ -1-/_-5-5/+3/+3/%_-5-2/-3 _-8-2/ _
-1+/7  -1+7/ 1+1 2 2

z= -4 -/

-1-/

|-1+ /] =+/2 en Arg(-1+/) =135° dus vermenigvuldiging met +/2, rotatie over t.0.v. O over 135° en translatie (5, 4).
Het beeld van |z]<4 A 45°<Arg(z)<90° is de grijs
gemarkeerde cirkelsector in de figuur hieronder.

Ol D240 04044
i

S+Ti
W =T+ 3 (24, 045+,

g+ | -
Ol 0 -2 2 45+4
i,

2T
Ol 2 (21 040+ |
4478

________________

________________

Hetf beeld van —2<Re(z)<2 A -1<Im(z)<1is de grijs gemarkeerde rechthoek in de figuur hierboven.

De beeldfiguur van vierkant V' heeft zijde +10 = V/ heeft zijde % = \/g =5 = Opp.(V)=+5-/5 =5.

f(z2)=0 fFlz)=z
(1+/V3)z-2+/=0 (1+/V3)z
(1+/8)z=2—-/ iN3-z=2
yo2-i _ 2-i 1-i\3_2-2i3-i-V3 yo2-i_
1+/V3 1+/4V3 1-/3 4 i3

=¥—% =%—%\/§—(%+%\/§)/ (nulpunt).

-2+i=z
_/‘
22—/ . —i\3 _ —2/-/3-4/3 __1

1 2
i3 -3 3 3*/§ 3 i/3 (dekpunt).
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61b g9(z)=0 g(z)=z
-2/z+1-3/=0 -2iz+1-3/ =
—2iz=-1+3/ (-1-27)z=-1+3/
z= _1_;/.3' = _1_;/3' -§= _’2_3 = —% —%/’ (nulpunt). z= jtg; = jtg; . :%:g; =1=2 53’ =6_-_1-/ (dekpunt).

62a Zie de rechthoek in de figuur hiernaast.
62b Zie de vier punten in de figuur hiernaast. (hieronder staat de berekening)
(1472 =(-1+7)-(-1+7)=1-2/ -1=-2/.
@R+’ =@2+7)-@+)=4+4i-1=3+4/.
(+21)2 =(2+2/)-(2+2/)=4+8/ —4=8/.

(14272 =(-142/) - (-1+2/)=1-4/ 4 =-3— 4/, : ot
62c Nee, want —2/, 3+ 4/, 8/ en —3 -4/ zijn niet de hoekpunten van een rechthoek. '
63a  £(z)=0 63b  F(2)=z (z-1?%=-7 ke

3 -2 -1
72+2=0 z22y2=2 (z—%)2 =%/’2 30123
2_ o o

22_ ?2 z2-z|+2=0 z—%:i%/ﬁ i A B

z =2, 2 1 1 1 . 1 1 . "i ] r===q4--"-"==--- T===a""

z=iN2 v z=-i{2. (z—%) -7/+2=0 z=§+§/\/7 v z=§—§/x/7._:

(de nulpunten van £) (z_%)z +1% -0 f :

63c Zie de figuur hiernaast. (vlakdeel en beeld in één figuur)
‘22‘ = |z|2 en arg(zz) =2Arg(z).
|z| eerst kwadrateren en Arg(z) verdubbelen,
daarna nog 2 naar rechts verschuiven.

63d  F()=1%+2=3
U+ =+ +2=2+2
fFA-i)=(A-2+2=2-2/

1e+2

I
C14+ 0242 ;

Z+Ti -
Fa+2)=(1+ 20 +2= 1447 |-z
FA-20)=(-2/ P +2=-1-4/ " [TEo=z
FA+3)=(+372 +2=—6+6/ |77 il

| .
F1-3))=(1-32 +2=-6-6/. CTETE
Zie de figuur hiernaast. ot

(Re(z) =1 en de parabool in één figuur) u P
64a f(z) 0

/z -4=0

/z =4 (keer -7)

=-4/=4.—/ = 4(cos(-90°) +/sin(-90°)) v 2% = 4(cos(270°)+/sm(270°))
z= 2(c05(—45°) +isin(-45%) =2(1v2 +/ . -1V2) =2 -2 v [FE72 s
Finz+360.2

z =2(cos(135°) + /'sin(135°)) = 2(—%\/5 +7- %\/E) =2 +i2. .n5+ . 135
64b Zie de figuur hiernaast. (viakdeel en beeld in één figuur)

‘/ : 22‘ =|/| -|z|2 = |z|2 enarg(/ - z2) = Arg(i) + arg(z%) = 90° + 2Arg(2).

|z| kwadrateren, Arg(z) verdubbelen er nog eens 90° bij opTelIen en translatie (—4,0).

2 il-ihe—4 _

64c fA-N=i1-/)°-4=-2 i oot iod 2
fFR-N=i2-?-4=3/ ezeisz-g oV
f(2+l')=/'(2+/')2—4=—8+3/' L 1',(1+1',;.2_4-8+3L
FA+i)=i+/2 -4=—6 e
f)=i-2°—4=-4+4/ 14 -4+,
F)=i1%—4=—4+/ " e 5+i'>z?41.251;
7‘(11+/)—/(11+/)2 4= 7+Il/ :(1 s
f(l% -N= /(1% —/)2 -4=-1 +1%/. Zie de figuur hiernaast.
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Het beeld 7(z)=-2 -2/ (andere snijpunt van kromme met lijnstuk) komt van z =1/ (snijpunt van R(z) = Im(z) en R(z) = 1),
want het beeld 7(z) = -2 + 2/ (zie de cursor in de rechter helft) komt van z =1+ / (zie de cursor in de linker helft).

‘23‘ = \2\3 enarg(z3) = 3Arg(2).

Voor alle punten van een lijn door z =0 geldt dus dat ze op één lijn liggen waarvan de hoek t.0.v.

de reéle as drie keer zo groot is geworden. Het beeld van de lijn is dus weer een rechte lijn.

Voor de punten z3 op de reéle as geldt: Ar'g(z3) =3Arg(z)=0° of Arg(z3) =3Arg(z)=180°.

Voor de punten z op Re(z)=1 geldt: —90° < Arg(z) < 90°.

Voor de punten z op Re(z)=1 die we zoeken is Arg(z)=-60° of Arg(z)=60° Dus z=1+ N3 v z=1-/3.

Zie de vectoren in het complexe vlak hiernaast.[*#2*+19% oop 60/
145687
z1+ 2z, =(100+50/) + (20 — 40/) =120 + 10/. 126, 4159458 40/

el 31 10
|21 + 25| =[120 +10/ = V120% +10? ~120,4 en [N grgTacizgiie s 20/
 4-resadiést

arg(z1 + z2) = Arg(120 +10/) = 4,8°.

B=¢ 126+258 cos ¢ | [analet 1 26+2581 0 : ' e [T
%5%+Ls1n(35_)%$%la SIS isincIs e 20 40 60 80100 120 Re
z1 =120, z, =250(cos(35°) +/5in(35°)), [ficos{i@aaHaing 200l cosC 1R H.a ] : : : : |
200 (sosi00y s smit00%) n  BPRLLpLTSEEsST ReleE Gl 200
73 =200(cos( )+{ 5_'"( )) en I8, 2504007
24 =180(cos(170°) + / sin(170°)). . 73.11573673)_y

|21+ 22 + 23+ 24| =388 Newton en Arg(z1 + 2z, + 23+ 24) = 73°.

Bij de krachten F ;, F 1 en F 2 (zie figuur 8.15 onder opdracht 69) horen de complexe getallen z,, z1 en z, met
=-1200/, z1 = 600(cos(66 )+175sin(66°)) en z, +z1+ 2, =0.
zZ +21+29p=0= zp =—z, — z; =1200/ — 600 (cos(66°) + 7 sin(66° ))

C 1288 -c8E(co
Er+isintEEe) 1)

an3dlel 12068, -58E ]
Cos{BEIH. S1nTEED

De GR geeft tenslotte \22\ =~ 696 (N) en Arg(z;) = 111°. 696. 8364208 || g piif. 244229
Dus de spankracht is 696 Newton en « = 180° —111° = 69°. . &3, 4755771

Bij de krachten F ;, F 1, F 2 en F  horen de complexe getallen z,, z1, z» en z, met
z, =-200/, z1 =300(cos(25°) +/sin(25°)), z, =300(cos(70°) +/sin(70°)) en z, =z, + 21 + 2>.
Zp=Z,+21+2p = 29 =2p— 25— 21 =300(cos(70°) + / sin(70°)) + 200/ — 300 (cos(25°) + / sin(25°)).

~ ~ ° abs (FEECCosCFAI+| [andle3BA cos(FA
De GR geeft danlzz\ 393 (\) en Arg(z2) = 115°. T2inC7E) 1 +2B0, | |1+ 1REPE 3+ S0,
Dus grootte van F 2 is 393 Newton en o ~ 180° —115° = 65°, gassgs e itising) PalBccast2a sl
3934078068 || - 115.4876705
R, _ Bd.51292948

Bij de krachten F 2, F 1, F 2 en F + horen de complexe getallen

z, =-500/, z1 =300(cos(-160°) + /' sin(-160°)), z, =150(cos(—40°) +/ sin(—40°)) met z, + z; + zp + z4 = 0.
Zy;+21+22+24=0= zy =—z, - z1 - 2z =500/ — 300 (cos(-160°) + 7 sin(-160°)) — 150 (cos(-40°) + / sin(-40°)).

~ ~ o abs {SEE 3B cos| |andleSEEL -3EE
De GR geeft vervolgens |z4| = 719 (N) en Arg(z4) = 77°. Ciedinioind 188 BITTeatho vt
Dus grootte van F 2 is 719 Newton en o = 90° - 77° =13°. ini 48133 SHELRT 48030

7ig.éfelenn) | re.58354546

N o ' 13.43645454
Bij de snelheden horen de complexe getallen z1 = 4(cos(-155°) + / sin(-155°)) en z, =3/. L

De GR geeft vervolgens |z1 + z5| = 3,9 (km/uur) en Arg(zq + z2) = 160°. abs (4lcos (IS804 T aTne ToESoiE

Dus resulterende snelheid is 3,9 km/uur en de koers is 290°. . 3.854458853) |’ 168, 1359737

(de koersvan het Noorden is 0° en dan de graden tellen met de wijzers van de klok mee). S60-C15u-9) a5
]

Bij de snelheden horen de complexe getallen z,, =50(cos(45°) +/'sin(45°)) en z, = 250(cos(—80°) + / sin(-80°)).

~ abs(SACCos(450+i | |[1BEA-Ans
De GR geeft vervolgens |z,, + z,| =~ 225,08 (km/uur). e R AT
Het vliegtuig doet er 12@ =~ 4,443 uur over. Dit is 4 uur en 27 minuten. 3 vEIn 'S qazeszesTe
ns 225.879073| |Ans*cd
] 26, 57298347

Bij de snelheden horen de complexe getallen
w = 20(cos(140°) + /'sin(140°)), z 45 =200 met z,, + z, = Z 45. 20

z

Zw+Z48 =2y = 2y =248 — 2, = 20(cos(140°) + / sin(140°)) — 200 y 248

De GR geeft vervolgens |z,| =|z 45 — zy| = 216 (km/uur). \

De snelheid van het vliegtuig t.0.v. de omringende lucht is 216 km/uur. P IpA T S,
, 215.784324
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Diagnostische toets
2x-1+2/=4x-2+4/

/.

2x=-1+2/

x:%—ﬁ

(@x+1)%>+9=0

(x+12=-9

(x +1)% =972

2x+1=3/ v 2x+1=-3/

2x=-1+3/ v 2x=-1-3/
__1_.3; __1_3

X__E+EI A\ X__E_E

Dlc

jmm|

=

2-7)-(5-8)=2-/-5+8/=-3+7/.
(6—2/')(3+2/'):18+12/’—6/’—4/2 =18+6/+4=22+6/.

3-7

8 Complexe getallen
15/21

[x2—4x]+10=0
|(x-2% -4]+10=0

(x-22+6=0
(x-2%=-6

(x -2)% = 6i°

x-2=i6 v x-2=-iJ/6
x=2+/6 v x=2-/6.

447 T A AT T 164+ 472

2-5/ _2-5/ —i _

6/ 6/ -/

3-/ 4-i_12-3/-4i+/° _12-7/-1_1-7/ _1U_7,
16+1 7 ~17 17"

-2/ +5/% _-5-2/ __5_1;

—6/2 6 3

(2-31%=@2-3)2-3))=4-6/-6/+9/°=4-12/-9=-5-12/=-5+12/.

2—/ _ 24/ _ 24/ 2-3/ _

2+3/ 2+3/ 2+3/ 2-3/  4_6/+6/-97

4-6/+2/-37% _4-4/+3 _7-4/_7 _4

7_7/'

4+9 13 13 13"

3-3/]=+/3% +(-3)% =J/9+9 =/9-2 =342 en Arg(3 - 3/) = -45°.

@+20)8|=[2+2i° = (\/22 +22 jé - (v8)°

:((JE)ZT =83=512en

ar‘g((Z + 2/)6) =6-arg(2+2/) =6 45° =270° = Arg(2 + 2/) = -90°.

|cos(65°) +/sin(65°)

|z| =|z — 0] = 2 (de afstand van z tot O is 2)

=1en Arg(cos(65°) + /' sin(65°)) = 65°.
|10 cos(105°) +10/ sin(105°)| = \10 (cos(105°) + /'sin(105°))

Did

4x2 +16x]+17 =0
(2x +4)%2 -16/+17 =0

(2x+4)2%+1=0
(2x +4)? =1
(2)(+4)2 =72
2x+4=/ v 2x+4=—/
2x =4 +/

=10 en Arg(10cos(105°) + 10/ sin(105°)) = 105°.

v 2x=-4-/
__ 2.1 —_o2_1;
X = 2+2/ v x=-2 5/

is de cirkel met middelpunt O en straal 2.

Im

2/

|lz-1-/= \z -1+ /)‘ =1 (de afstand van z tot 1+/ is 1)
is de cirkel met middelpunt 1+/ en straal 1.

2/

Im

D4cE Re(z)+Im(z)=0
Im(;) = —Re(z).

(y = —x in het xOy-vlak)

Im
..................... 72 R N S
_____________________ /.__...___.._L_..___...l__...
Re
-2 -1 0 1 2
O JVH R E-Re(z)l+ Im(z)=0
____________________ I R

D4dE Re(z)=2-Im(z
Im(z)=2-Re(z

N

)

). (¥ =2 - x in het xOy-vlak)

Re(:z) =2- Im:(z)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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1<Re(z)<4 A -30°<Arg(z)<30°. D4fE z-z=9 A Im(z)=2
Im : : :

12229 A Im(z)=2

o — B P |z|=3 A Im(z)=2 (twee punten op de cirkel |z| = 3).

: : : | ke
T 0 1 2 3

[-5+5i] =57 + 5% =252 =52 en Arg(-5 + 5/) =135° = -5 + 5/ =512 - (cos(135°) + / sin(135°)). "= T 455
|-3| =3 en Arg(—3) =180° (lukt niet met angle(...) = -3 = 3 - (cos(180°) + 7 sin(180°)).

. andle( (2421001
242 ‘Tl*f"‘ J8 _ /4 - 2 en arg(2£2) = Arg(2 + 2/) — Arg(1 - /) = 45° ~ (~45°) = 90° = Arg(4=20) %5 20

24+2/._ o o a??le((2+213/(1—
Dus = (cos(90 )+ 7sin(90°)) (dit is dus 2/).

(24240001 -00
i

10 5
(3-310=3-30 =32 +32 = 18"’ = (Jﬁz) -189-1889568en ™ EET
angle( (3-3L0"180
arg((3 - 3/)10) =10-arg(3-3/)=10--45°=-450° = Ar'g((3 - 3/)10) =-90°. czioeg 0
Hieruit volgt: (3 -3/)10 = 1889568 - (cos(-90°) + /sin(-90°)) (dit is dus - 1889568/). “188snes
3-(cos(120°) +/sin(120°) = 3- (L +/- 13) =11 +11 V3 = 1,5+ 2,6/. {853, oo ="
-1
B |21 (22 coscd43a+is
242 (cos(45°) +/sin(45°)) =22 - (1v2 + /- 1V2) =2+ 2i. i HW
(cos(60%) +/sin(60°))* = cos(240°) + /sin(240°) =~ +/ . -1 3 =-1 - 1/J3,
5
(£ -1/V3)” = (cos(-60°) + / sin(~60°))° = cos(~300%) + / sin(~300%) = cos(60°) + /sin(60°) = 1 + 1 /3.

‘22‘ = \2\2 =32-9en ar‘g(zz) =2Arg(z)=2-40°=80°= Ar‘g(zz).

‘523‘ = 5\2\3 =5.33=5.27=135en ar9(5z3) =Arg(b) + ar'g(z3) =0°+3Arg(z)=0°+3-40°=120°= Ar'g(5z3).

% =L_1_ % en arg(?) =Arg(1) - ar'g(zz) =0°-2Arg(z)=-2-40°=-80°= Arg(?).

22|z #

|2iz| =|2/|-|z| =2-3 =6 en arg(2iz) = Arg(2/) + arg(z) = 90° + 40° = 130° = Arg(2/z).

2% =16/ met ‘22‘ =[16/] =16 en Arg(z%) = Arg(-16/) = -90°.
-98.2
2% =16 -(cos(-90°) +/sin(-90°)) v z%=16-(cos(270°)+7siNR70%) |yorzemrz
z= 4 (cos(-45°) + /sin(-45°)) v z=4-(cos(135°)+/sin(135°)) . 133
z=4~(%\/§+/-—%\/§)=2x/§—2/\/§ v z=4-(—l\/§+/-l\/§)=—2x/§+2/x/§.

ZrE+ZTE
23 =27 +27/ met |z ‘ \/272+272 \/272 2=27\2 en Arg(z3) Arg(—27 +271)=135°, ¥ 1458
73 =272 - (cos(135°) + /sin(135°)) v z3 =272 -(cos(495°) +/sin(495°)) v z3 =272 -(cos(855°)+/'sin(855°))

z_%/zw' (cos(45°) +/sin(45°) v z =272 -(cos(165°) +/sin(165°)) v z=3272 -(cos(285°) + / sin(285°))
1458 (1vV2+1iv2) v z=%1458(cos(165°)+/sin(165%)) v =z =%1458 (cos(285°)+/sin(285°)).

(7 -2/)% =47 met |(z - 2)%| = |4/ = 4 en Arg((z ~2/)?) = Arg(~4/) = ~90°.

(z - 2/')2 =4-(cos(-90°) +/sin(-90°)) v (z- 2/’)2 =4-(cos(270°) +/sin(270°))
z -2/ =2-(cos(-45°) +/'sin(-45°)) v z-2/=2-(cos(135°)+/sin(135°))

Arns+36E2

2—2/':2-(%x/§+/-—%\/§)=\/§—/ 2 v 2—2/:2-(—%\/E+/%x/§)=—\/§+/\/§ "
z2=\2-iN2+2i=\N2+(2-V2)i v z=-N2+iN2+2i=-2+(2+~2)i.
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[22+4z2]+5=/i=](z+2)2—4|+5=/= (z+2)2 +1=/= (z+22 =—1+/

met |(z +2)% =|-L+/| =2 en Arg(z?) = Arg(-1+/) = 135"

z2=42. (cos(135°) +/sin(135°)) v 22 =42 (cos(495°) +/'sin(495°)) 1352 .
z=V2 -(cos(67 1) +/sin(67 1)) v z=V2-(cos(247L°)+/sin(2471°) :”E**m”z 247.5
z=%2. (cos(67%°) + /'sin(67%°)) v z=%2. (cos(247%°) + /'sin(247%°)).

z=i= z% =/ met ‘22‘ =|/=1en Ar'g(zz) = Arg(s) =90°.

22 = c0s(90°) +/sin(90°) v 22 = cos(450°) + 7 sin(450°)

Z =cos(45°) +/sin(45°) v z=cos(225°)+/sin(225°)

z =%\/§+%/ 2 v z :—%\/E—%/\/E.

7 =416 = 7% =16 met |2*|=|-16| =16 en Arg(z*) = Arg(~16) ~ 180".
z% =16 (cos(180°) + /sin(180°)) v z* =16 (cos(540°) +/sin(540%) v
z4-16. (cos(900°) +/sin(900°)) v z4-16. (cos(1280°) + /sin(1280°))
z =2(cos(45°) +/sin(45°)) v z=2(cos(135°)+/sin(135°)) v

z =2(cos(225°) +/sin(225°)) v z=2(cos(315°) +/sin(3157))
Z=2'(%\/§+%/\/§) v z=2~(—%x/§+%/\/§) v z=2~(—%x/§—%/\/§) v z:2~(
z=2+4iN2 v z==\2+iN2 v z=-\2-iN2 v z=\2-/J2.

1
2

f(z)=0 DIlbE g(z)=0

2iz+3-7/=0 [T (210 ] A+Nz+2-3/=0 [fZ+moriitiy _
iz 347 . 5+1.5 A+Dz=—2+3 u L5425

_ =34/ _ 34/ =/ _3/-/4_1+3/_1_3; _ =243/ _2+3/ 1-/ _-2+2/+3/+3 _1+5/_1_5;
2= T Tz Tz T2tk 2=y 1+/ 1-7 1-2 2 2tz
f(2)=z g(z)=z
2iz+3-/=z A+Nz+2-3/=z
2/2—2.:—34./ ‘ [T P '1+21,%+1; (.1+/)z—z‘: -2+ 3/ [fE+EA _
(-1+2)z=-3+/ z=-2+3/ n

_ =34/ _ 3+/ -1-2/ _3+6/—-7/+2 _5+5/ _ ; _ =243/ _ =243/ [ _2/+3 _ ;
2=z T drer daiT 14 T8 it Z= T e = =3

aralet1-i (307
|1—/'\/§| =4 =2 en Arg(1-//3)=-60°. g &8
Dus een vermenigvuldiging met 2, rotatie over t.0.v. 0 over —60° en translatie (2, —1).
(of bereken gewoon de beeldpunten van de hoekpunten van de originele rechthoek)
Het beeld van —-1<Re(z)<2 A 1<Im(z)<3isdegrijs
gemarkeerde rechthoek in de figuur hieronder.
Im L [ISTEnCIEDs Im g1,
I . : : : : : : T1-iTi310030c0st
I Tt e N R SRS S R S RS
"""""" 15615242343, 7. § ; ; ; . 245
____________________ SRS SR P h i S e R SRR

' i
V|F. 1901524231, 4,
e R =R

L=
) E TI2E0E285-3. 4.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Ook hier dus een vermenigvuldiging met 2, rotatie over t.0.v. O over —60° en translatie (2, —1).
(of bereken de beeldpunten van de hoekpunten van de originele gebied)

i
L]

Het beeld van 1<|z|<3 A 60°<Arg(z)<150° is het grijs gemarkeerde gebied in de figuur hierboven.
cos(60°) + 7 sin(60°), cos(150°)+ /'sin(150°), 3(cos(60°) +/sin(60°)) en 3(cos(150°) + /sin(150°)) zijn de

de vier hoekpuntenvan 1<|z|<3 A 60°<Arg(z)<150°.
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DI13E Bij de krachten F 1, F 2 en F 3 horen de complexe getallen

.. .. absC12880cos 200 | |andle 12BE(cos (2
71 =1200(cos(20°) +/sin(20°)), zp =400 (cos(-65°) +/sin(-65°)) en |[*isinlz@yi+dmaie) )+i=1nizhy ) +dng
z3 =1500(cos(145°) +/sin(145°)) met z,. =z + 2 + z3. Jrilagateos 1430 Ga)atlagaicos 14
De GR geeft vervolgens |z,| = 911 (N) en Arg(z,) = 86°. g Cle.sEsReIzl L 89.72148235
De resultante is 911 Newton groot en maakt een hoek van 86° met de positieve reéle as.
abs (B {cos(SEI+i S
D14a 2 Bij de snelheden horen de complexe getallen %?i?géagzéﬁzég 2
Zschip = 8(€0s(50°) +/5in(50°)) en zyqter = 3(cos(135°) +/sin(135°)). 1M zratecaicascsars il
isinCDEd 2 +3cos]

Zresultante = Zschip * Zwater

=8(cos(50°) +/sin(50°)) + 3(cos(135°) + 7 sin(135°)).
De GR geeft vervolgens |zy..quitante| = 8,8 (knopen) en Arg(z,.) = 77°.
Dus werkelijke snelheid van het schip is 8,8 knopen en de koers is 90° —-70° =

D14b 2 Stel dat de eigen snelheid van het schip v knopen is.

Dan Zresultante = Zschip + Zwater =V (€0(50°) +7sin(50°)) + 3(cos(135°) +/sin(135°)).
Er geldt nu: Re(Zpesultante) = O (naar het noorden dus zuiver imaginair)

v cos(50°) + 3cos(135°) =0

v cos(50°) = -3 cos(135°)

—-3cos(135°
- cos((50) )=33,

De stuurman moet zijn snelheid met 8 — 3,3 = 4,7 knopen verlagen.

1350+ 21in 135000
69, 88738035
=

28.112419635

20°.

2E-A
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Gemengde opgaven 8. Complexe getallen

63302 |22 +2z]+2=|(z+1)% -1|+2=(2+1)°+1=0  633cE 2iz+1=-z+2

(z+1)2 =1 z+2iz=-1+2/

(z+1)2 =72 (1+2))z=-1+2/
z - . z==l+2/ _-1+2/ 1-2/ _-1+2/+2/+4 _3+4/ _3
z+1=/ v z+1=—/ 1+2/  1+2/ 1-2/ 1+4 5 5

z=-1+/ v z=-1-/,
633bE z3 =/ met ‘23‘ =|/|=1en Arg(z) = Arg(s) = 90°.

23 =c0s(90°) + /sin(90°) v z3 = cos(450°) + /sin(450°) v 23 =cos(810°)+ /sin(810°) ™ [FPFBL.  ocinns
z =¢0s(30°) +/sin(30°) v Zz=cos(150°)+/sin(150°) v Zz=cos(270°)+ /sin(270°) Ans.ol3)

i .5
ZZ%\/§+%/ v z:—%\/g+%/ vV o Zz=—. im(m) -5
633d 2 (z-2/)% =—4 met ‘(z -2/)2\ =|-4| = 4 en Arg((z -2/)?) = Arg(—4) =180°. of (z-2/°=-4
2 2
(z-2/)? = 4(cos(180°) +/sin(180°)) v (z —2/)? = 4(cos(540°) + / sin(540°)) (z -22/) iy 4 o
7 -2/ =2(cos(90°) +/sin(90°%)) v z -2/ =2(cos(270°) +/ sin(270°)) PV
z-2/=2/ v z-2/=-2/ Z= v 2=0
z=4/ v z=0.
63402 (1-/)* - (1+/)3 = (V2 (cos(-45°) + /sin(—45°)))4 (V2 (cos(45°) + /sin(45°)))3
:\/54~(cos(—180°)+/'sin(—180°))~x/§3~(cos(135°)+/sin(135°)) S
T EX A
=27 - (cos(~45°) + / sin(~45°%)) = 842 - (1v2-1iv2)=8-8/. 8-t
— 347 3-/ _ 9-3/+3/+1 _10 10 - _ 10/ _ 5 : 34, 2 (22 2 (F— —
634bE 2:2//'2+2//_4+4//:4;'t4_W_E'T;_TI__Z" :)x(2+21,) -1.251 E%E%?EE%S):Z;E
634c 2 (2(cos(15°) +/sin(15%)))'% = 212 - (cos(180°) + /sin(180°)) = 212 - (-1+/-0) = 212 = 4096, = -asve

634d E (cos(60°) - /sin(60°))2 - (cos(60°) + 7 sin(60°)) = (cos(60°) — /' sin(60°)) - (cos(60°) — 7 sin(60°)) - (cos(60°) + / sin(60°))
= (cos(60°) —/sin(60°)) -1 (gebruik z - z =|z*) = % - %/\/5

63502 f(z)=0 635bE g(z)=0 g(z)=z
(2+/‘)z+3-/’20 22_;,_4:0 22+4:z
@R+7Nz=-3+7 22__4
z:_23+'/:_3+'/'2;/::_6+3/+2/+1:_5+5/:_1+/' > 2

+/ 2+/7 2-14 5 5 zc=4

f(z)=z
R+7N)z+3-i=z
@R+Nz-z=-3+7
A+Nz=-3+7
—3+/_-3+/7 1-/_-3+3/+7i+1_ —254/’ =—1+2/.

2= T+ 1=

z=2/ v z=-2/.

P
636a ‘22‘ = \2\2 en arg(z?) = 2Arg(2). ; ;
Het beeld van |z| <2 A -45°<Arg(z)<45°
is het grijs gemarkeerde gebied hiernaast.
636b 2 F(1+bi)=(1+bi)F =(1+bi)-(1+bi)
=1+ bi+bi + b2 =1+ 2b/ - b2
b=0=F(1+0/)=F(1)=1
b=1=f1+)=1+2/-1=2/ ;
b=2=f1+2/)=1+4/-4=-3+4/ l
b=-1=f(1-N=1-2/-1=-2/ :
b=-2=f(1-2/)=1-4/-4=-3-4/. 2R
Het beeld van Re(z) =1 is de parabool rechts. AP
G36cE2 Im(z)=4, dus stel z=a+4/.
F(2)=F(a+47)=(a+4i) =(a+4i)a+47) = a® +8ai +16/° = a® ~16 + 8ai.
Op de reéle as is Re(z)=0:az—16=03a=4 v a=-4
Dus z =4+ 4/ en z =—4+ 4/ worden op de imaginaire as afgebeeld.




637aE Vanuit punt A' (het complex getal z = 3 + 2/) de afbeeldingen in omgekeerde volgorde toepassen, levert 4 weer op.
Dus A' eerst roteren om z =0 over —(-90°), dus over 90° en daarna de translatie (-3, -1).
342/ roteren om z =0 over 90° i-(3+21)=3/-2=-2+3/ translatie (-3,-1) (-2+3/)-3-i=-5+2/.
Dus bij A hoort het getal z =-5+2/.

637bE z roteren om z =0 over 45° en vermenigvuldigen met <2 translatie (2, -3)

(A+7)z A+Nz+2-3/.
f(z)=z:>(1+/')z+2—3/'=z:>(1+/')z—z=—2+3/’:/'z=—2+3/:>z=_273"=‘2T3"~‘—’:=2"+3=3+2/.

/ —/ 1
z-3 |z-3 ; |Em
638GE|Z_3/=1:m=1:|z—3|=|z—3/|. .............. 77 NSRS SRS SR,
De afstand van z tot 3 moet gelijk zijn aan de afstand van z tot 3/. 1 o
De getallen z die hieraan voldoen liggen op de middelloodlijnvan 3 en3/. @ | i/
638b 2 (Re(2))? = (Im(2))? = Re(z)=Im(z) v Re(z)=-Im(2). ¢ sl
f | n S A N AN N
-------------------------------------------------- e
I ‘\\i Re
.................................... 1 0 1 5
Re(z) =Im(2)
: i i Re B R R S e e
-2 1 2 ; : ; !
; ; ‘  e() -1 638cH (z-2/)-(z-2)=9=>|z-2i =9=|z-2/=3.
""" P A T () I m(z) De afstand van z tot 2/ moet 3 zijn.
Dit is de cirkel met middelpunt 2/ en straal 3.
: v . . . Im ; . .
""""""""""""""""""""""""" 50 i

|z-2/]=3

638d 5 (Re(2))? +(Im(2))? =10 = |22 =10 = | z| = V0.
Dit is de cirkel met middelpunt O en straal v/10.

Im

G38e 2 |z+;| <2 weweteniz+z=a+bi+a-bi=2a=2Re(z)
|2Re(z)| =2|Re(2)| <2 = |Re(z)| <1= -1<Re(z) < 1.
zZ+z=a+bi+a—-bi=2a=2Re(z)

Im

G38f = |z—3| <4 weweteni z—-z=a+bi—(a-bi)=2bi =2/Im(z) ; ; ; ;
[2/Im(z)| = |2/]-[Im(2) = 2|Im(z)| < 4 = |Im(z)| <2 = -2<Im(2) <2. 7 A P

_________________________________________
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639aE |z +4/| is de afstand van z tot —4/ en |z —4/| is de afstand van z tot 4/ = |z + 4/|=3|z - 4.

639b 2 z=a+bi geeft 639c=2 a?+(b-5)°=9
|a+bi +4i] =3|a+bi - 4i| la+(b-5)|=3
la+(b+4)|=3|a+(b-4) la+bi-5/=3
Vot (b4 4 =3a? + (o 4 it v cikel met midelpunt 57 en straa 3
az+(b+4)2=9(a2+(b—4)2) it geeft de cirkel met middelpunt 5/ en straal 3.
a? + b7 +8b+16 =9(a® + b? ~8b +16) I

640aE Zie de punten in het complexe vlak hierboven op de cirkel |z| = 2.

a® +b% +8b+16 =94 + 9b% —72b +144
~8a° —8b% +806-128=0

a® +b%-10b+16=0
a®+(b-5)2%-25+16=0
a®+(b-5)%-9=0

a® +(b-5)° =9.

G40b B Zie de punten in het complexe vlak hierboven op de cirkel |z| =1.
G40cE Op t =0 wijzen beide wijzers naar de 12. De wijzer staan op elkaar als

cos(90 — 6#)° +/sin(90 — 6#)° = cos(90 — 1 #)° +/sin(90 - 1 #)°
90-6r=90-1+ v 90-6¢+360=90-1t v 90-6t+2-360=90-1+ v
51r=0 v -51#=-360 v -51r=-2.360 v .. ;i/:%g#ﬁggmﬁ
_ _360 _720 _¢R5 -
7‘—0 \ f_Tﬁ_T_65ﬁ Voo " S-11
Dus na 65% minuut staan de wijzers van de klok voor het eerst weer op elkaar. Dit is om 51—51 minuut over één.

G40d = 90—6f+9~360:90—%f G40e = 90—67‘—180:90—%7‘

GAlE

-51+=-9.360 ’W “51# -180
~9:360 _9:360 _pgg 1 | .6385850903 _180_360 _3,8
r= 55 ~ 11 —58911 N 7‘_515_ 0 _3211

Ditis 4911—1 minuut na 9 uur, ofwel 10% voor 10. Dit is 32% minuut voor 12 uur, ofwel 27% over 11,

Bij de resulterende snelheid hoort het complexe getal z, =300(cos(37°)+/sin(37°)). (150 km in 30 min = 300km/u)

Bij de wind hoo.r’r het comp!exe geTal z,, =60(cos(135°) +/sin(135°)). ?E?é?é?%?ﬁ?ﬁééﬁ

Voor de snelheid van heft vliegtuig geldt z, + z. = z,, = z, = z,, — Zp.. [abs(30BIcos 370+ [25L1330HsInl13T
isinl 372 —EHLCos

De GR geeft |z,|=|z,, — z.| = 314 (km/u) en Arg(z,, — z.) = 26°. (13554i21nC13855) | T 26.89334238

n=
De piloot moet 314 km/uur vliegen op een koers van 90° -26°=64° 314822661 | B3.FOEEITEZ

.




